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Spharische Geometrie ist ...

... Geometrie auf der Kugeloberfliche (= Sphare).

Diese Vorlesung soll Ihnen einen ersten Uberblick iiber
diese besondere Geometrie geben, und dabei

von den folgenden
Fragen geleitet sein:
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Fragestellungen der Vorlesung

1.  Welche bemerkenswerten Punkte und Linien gibt es auf
der Kugeloberflache?

2.  Welchen Abstand haben Punkte auf der
Kugeloberflache?

3. Was sind deshalb die Punkte mit gleichem Abstand zu
einem Zentrum, d.h. Kreise auf der Kugeloberflache?

4. Wie kann uns die Kugeloberflache als Modell fur eine
neue nicht-euklidische Geometrie dienen?

5. Wie ubertragen sich die bekannten n-Ecke auf die
Kugeloberflache? Und welche Eigenschaften haben sie?

6. Wie berechnet man unbekannte Stiicken (d.h. Winkel
und Langen) analog zur euklidischen Trigonometrie?
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Motivation

Geometrie auf der Kugeloberflache ...

... aus welchem Grund
iIst das interessant?
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vV v . vY

Einleitung  Sphar. Abstand

Scriba und
Schreiber in
5000 Jahre

Geometrie uber
die Antike:
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Motivation

Zunachst einmal ergeben sich die Problemstellungen der
spharischen Geometrie auf naturliche Weise in der

Astronomie
Geodasie
Nautik
Kartographie.

Deshalb ist die spharische Geometrie bereits seit der
Antike Gegenstand mathematischer Forschung.
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Motivation

,[.-.] Neben der ebenen Trigonometrie benctigt der
Astronom aber auch die spharische, stellt sich doch der
gestirnte Himmel dem Beobachter in Gestalt einer Kugel
dar, so dass die einfachste geometrische Figur das aus
GroBkreisbogen gebildete spharische Dreieck ist. Eine
erste Sammlung von Lehrsatzen aus diesem Bereich
hatte um 100 v. Chr. Theodosios von Pitane angelegt.

Scriba, Schreiber: 5000 Jahre Geometrie, S.81



Einleitung  Sphar. Abstand

Weiterhin
schreiben sie:

Einleitung  Sphar. Abstand

Zur
Renaissance
bemerken sie:
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Motivation

,Das Interesse an der Astronomie war seit den altesten
Kulturen bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts eine der
starksten Triebfedern fiir die Beschaftigung mit
Mathematik. [...]"

Scriba, Schreiber: 5000 Jahre Geometrie, S.253
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Motivation

Seit dem 15. Jahrhundert kommt aber die Rolle der
Astronomie als Hilfswissenschaft fiir die sich
entwickelnde Nautik und Geodasie hinzu, die im Laufe
von etwa 300 Jahren die Astrologie als ,Motor" der
Astronomie fast vollig ablosen werden. Astronomie ist
aus mathematischer Sicht zunachst einmal die
Geometrie der auf einer gedachten Kugel projizierten
Bewegungsablaufe am Himmel. Daher ist es nicht
verwunderlich, dass die spharische Trigonometrie sich
lange Zeit gleichrangig neben der ebenen Trigonometrie
entwickelte (wahrend sie doch kein Bestandteil heutiger
mathematischer Schul- und Allgemeinbildung mehr ist). "

Scriba, Schreiber: 5000 Jahre Geometrie, S.253
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Einleitung  Sphar. Abstand

Wir betrachten
ab jetzt stets:

Auf der Sphare
fuhren wir Ku-
gelkoordinaten

ein:
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Literaturempfehlung

Scriba, Schreiber
5000 Jahre Geometrie
Geschichte, Kulturen, Menschen

Springer Berlin Heidelberg
2. erw. Auflage, 2004

Insbesondere: Kapitel 5.2
Geometrie in Astronomie, Geodasie und
Kartographie
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Notation

S2:={AcR3|||A|| =1} die Einheitssphire in R3
d.h. Radius ist 1

Z

‘ X = COS ( oS U
y = sin @ cos v
z =sinv
—rT<p<T

geographische Lange

—T<9<E
geographische Breite
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GroBkreis :=

Antipodale
Punkte :=

Einleitung  Sphar. Abstand

Lemma:

Denn:
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Notation

Schnittmenge der
Sphare S? und
einer Ebene, die
durch den
Mittelpunkt O
geht

also S2NE

zwei Punkte auf S? deren Verbindungsstrecke durch den
Mittelpunkt O geht

(heiBen auch Antipodenpunkte oder diametrale Punkte)
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Notation

Durch je zwei
nicht antipodal
gegenuberliegende
Punkte von S2
verlauft genau ein
GroBkreis.

A, B € 52 seien nicht antipodal
—> A, B, 0 nicht kollinear

—> ex. genau eine Ebene E : A,B,0c E
und damit genau ein GroBkreis ENS? : A,Be€ ENS?
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Spharischer Abstand

Welchen Abstand
haben Punkte auf der
Kugeloberflache?
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Definition des spharischen Abstands

Definition des Seien A, B € S? und [a, b] Intervall.
Abstands von
zweil Punkten

auf der Sphare: ds(A, B) := min{ L(c)

( c:[a, b] — R3 )
stetig differenzierbar,
Bild[c] C S?,

c(a) =A, c(b)=8B |

\

Wobei: L : C!([a,b],R?) — Ry
b
c — [, I'(8)]dt
das aus der Vorlesung bereits bekannte Funktional fur
die Lange von Kurven ist.

Das heillt: ds(A, B) soll also als die Lange des kiirzesten auf
der Sphare verlaufenden Weges von A nach B
definiert sein.
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Berechnung des spharischen Abstands

Es gilt: L(c) > 4(A,B) Ve € Ct ([a, b], R?)

Denn: Da Winkel und Kurvenlangen auf der Sphare invari-
ant unter Drehung um den Nullpunkt sind, drehen wir
oBdA so, dass A und B auf einem Meridian liegen.
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Berechnung des spharischen Abstands

Es gilt: L(c) > (A, B) Ve € Ct ([a, b], R3)

Denn: Zy(0.0.1) .
: c(t) und £L(A, B) in Kugel-

koordinaten (t) und ¥(t)

parametrisiert:

£(A,B) = [0(b) — J(a)|

cos ¢(t) cos V(t)
C(t) = sin p(t) cos ¥(t)
(0,0-1) sin ¥(t)
— cos p(t) sin ¥(t) —sinp(t)
c(t) =0(t)| —sinp(t)sind(t) |+¢'(t)cosd(t)| cosep(t)
cos V(t) 0

1 orthogonale Einheitsvektoren 7



Einleitung  Sphar. Abstand  Sphar. Kreise  Elliptische Ebene  Sphar. Zweiecke  Sphar. Dreiecke  Sphar. Trigonometrie

Berechnung des spharischen Abstands

Es gilt: L(c) > 4(A,B) Ve € Ct ([a, b], R?)

Denn: Z,(0,0,1
o c(t) und L(A, B) in Kugel-

koordinaten (t) und ¥(t)
parametrisiert:

£(A,B) = [J(b) — ¥(a)|

cos ¢(t) cos V¥(t)
C(t) = sin (t) cos V¥(t)

sin ¥(t)

(0,0,-1)

I'(BIF = (1) + (1) cosd(t)? > I'(t)?
b b b
L(c) = [lic'()ldt = [ (t)ldt > | ['(t)d]
= [9(b) = 9(a)| = 4(A, B)
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Berechnung des spharischen Abstands

Gleichheit? L(c) = £(A, B) Ve € Ct ([a, b], R?)

Nocheinmal die ||c/(t)||? = 9'(t)? + ¢'(t)? cos¥(t)? > 0'(t)?
Abschatzung (1) b (2) b
von eben: L(c) = [ll(t)ldt = [[9'(t)|ldt = | [ (t)dt]

= 19(b) —9(a)| = 4(AB)

f

Gleichheitsfall
L(c) = £(A,B) «—

(1) ¢'(t) = 0 d.h. ¢
verlauft auf dem GroBkreis

(2.) ¥'(t) ohne Vorzeichen-
wechsel d.h. ¢ verlauft
0l monoton von A nach B
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Berechnung des spharischen Abstands

Gleichheit? L(c) = £(A, B) Ve € Ct ([a, b], R?)

Nocheinmal die ||c’(t)]|? ¥ (t )2+go’(t)2cosz9(t)2 > 19’(1‘)2
Abschatzung

(1) (2.)
von eben: L(c) = [c'(t)|ldt > f|19/ )|dt > fﬁ/(t)dﬂ

= [9(b) = 9(a)| = £(A, B)

Q)SU ||

Gleichheitsfall Zlm,o_/)
' L(c) = 4(A,B) <

¢ verlauft monoton auf
dem kurzeren Stuck des
GroBkreisbogens

(0,0,-1)
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Berechnung des spharischen Abstands

Resultat ds(A,B) = £(A,B)

Der spharische Abstand
ist gerade der euklidische
Winkel zwischen A und B
vom Nullpunkt aus im Bo-
genmalB

(0,0,-1)

Definition des [|A]| - ||B|| -cos £(A, B) = (A|B)
Skalarprodukts: 7 27

ergibt: |ds(A,B) = £(A,B) = arccos (A|B)
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Einleitung  Sphar. Abstand
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Eigenschaften des spharischen Abstands

Der spharische Abstand ist invariant unter Drehung um
0 und unter Spiegelung an einer Ebene, die durch 0 geht

(52, ds) ist ein metrischer Raum

(M1) ds(A, B) >0 VA +£ B
(M2) ds(A, B) = ds(B, A) VA, B
(M3) ds(A, C) < ds(A, B) + ds(B, C) VA, B, C

[wegen Def. mittels Minimum]

Der spharische Abstand ist beschrankt, namlich
dS(A7 B) <7

ds(A,B) = m <= A, B liegen antipodal
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Spharische Kreise

Was sind die Punkte
mit gleichem Abstand
zu einem Zentrum,
d.h. Kreise auf der

Sphare?
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Spharische Kreise

Ein Spharischer ... mit Radius r und Mittelpunkt M € S? sind alle
Kreis ... Punkte auf S?, die zu M den sphirischen Abstand r
haben.

Als Radius ist nur 0 < r < 7 moglich.

Kreisumfang: |Umfang = 27sinr

Denn der spharische Kreis
ist ein euklidischer Kreis
mit Radius sinr und dem-
nach Umfang 2w sinr

. har. Kreis euklid. Kreis
<r = Umf ( >P ) < Umf ( )
ST miang mit Radius r mrang mit Radius r
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Spharische Kreise

Kreisflache: |Fliche = 2m(1 —cosr) = 4msin? (%)

Flache = 2r [|sin t|\/(sin’ t)2+(cos’ t)2dt
0

r
= 27 [sintdt
0

= 27[— cos t]|]

= 2m(1 — cosr) X
= 27 (1(c052(§)sin2(§)))
= 4msin? (%)
Taylor 2 A r
2m(l —cosr) < 2m(l—cosr) = 2r(l-1+5 -5 +55F...)
wr? — g2 T4 < mr?
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Spharische Kreise

Kreisflache: |Fliche = 2m(1—cosr) = 4msin? (

N[~
N—

Flache = 2x [|sint|\/(sin’ t)2+(cos’ t)2dt
0

--------

= 27 [sin tdt
0

= 27[— cos t]; T S
= 2m(1 — cosr) ’

. (1_ <c052(g)—sin2(£))) »

= 4msin® (%)

27(1—cosr) < = Flache( SPrar e ) o icpe( euklid frets )

2 mit Radius r mit Radius r
Tr
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Elliptische Ebene

Wie kann uns die
Kugeloberflache als
Modell fur eine neue

nicht-euklidische

Geometrie dienen?
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Sphar. Kreise

Elliptische Ebene

Sphar. Zweiecke

Sphar. Dreiecke  Sphar. Trigonometrie

Ein Modell der elliptischen Ebene

Aquivalenz- A~ B <= A und B sind Antipodenpunkte

relation:

Elliptische
Ebene :=

Punkte:

Geraden:
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Zwei Geraden
schneiden sich:

Zwei Geraden
die einen Punkt
und eine
Senkrechte

gemeisam
haben:

Polardreiseit-
axiom:

Sphar. Kreise

S?2/ ~  die Sphare mit
|dentifizierung der Anti-
podenpunkte

Kanonische Projektion:
T S§2 52/N
A — [A]

SZ

[A] die Aquivalenzklassen der Antipodenpunkte

7[GroBkreis]

Elliptische Ebene

Sphar. Zweiecke

die Bilder der GroBkreise

Sphar. Dreiecke  Sphar. Trigonometrie

Elliptische Ebene vs. Euklidische Ebene

.. immer. Es gibt also kei-
ne Parallelen.

... konnen unterschiedlich
sein.

»Es gibt drei verschiede-
ne Geraden, die paarweise
senkrecht aufeinander ste-
hen."

manchmal aber nicht
immer. Es gibt Parallelen.

... fallen zusammen.

Es gibt solche Geraden
nicht. Das  Polardrei-
seitaxiom gilt nicht.
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Pol und Polare

Pol: VG Gerade 3 Pol in der elliptischen Ebene
d.h. ein Punkt, wo sich alle Senkrechten zur Geraden
schneiden

ex.
ecX.! nicht
o in der
euklid.
geg. geg. Ebene
Polare: VP Punkt 3 Polare in der elliptischen Ebene

d.h. eine Gerade, so dass P Pol der Geraden ist

ex.
e 2Cg. nicht
¥ oco. | in der
! o EE T (eukdid,
ex.! Ebene
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Dualitat der elliptischen Ebene

Elliptische S2/ ~  die Sphire mit Identifizierung der
Ebene: Antipodenpunkte

Punkte: m[GroBkreis] die Bilder der GroBkreise
Geraden: [A] die Aquivalenzklassen der Antipodenpunkte
Dieses Modell: erfiillt ebenfalls die Axiome der elliptischen Ebene

Beispiel: Inzidenzaxiom: Zu zwei verschiedenen Punkten existiert
genau eine Gerade, die mit den beiden Punkten inzidiert.
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Vergleich mit
hyperbolischer
Ebene:

Einleitung  Sphar. Abstand

Zum kurz
Nachschlagen:

Unbekannter-
welse:

Zum
Weiterlesen:
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Axiomatik der elliptischen Ebene

Inzidenzaxiome werden erganzt um:
., Zwei voneinander verschiedene Geraden haben stets
genau einen Punkt gemeinsam.”

Kein Parallelenaxiom.

Lineare Anordnungsaxiome (Zwischenrelation) der
euklidischen Ebene werden ersetzt durch diverse
zyklische Anordnungsaxiome

Die hyperbolische Ebene erfillt alle Axiome einer
geometrischen Ebene, trotz unendlich vieler Parallelel zu
G durch A

Die elliptische Ebene erfiillt ein anderes
Axiomensystem als das der geometrischen Ebene.
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Literaturempfehlung

Dtv-Atlas der Mathematik, 1998, Deutscher
Taschenbuchverlag, Seite 133-137

Lexikon der Mathematik, 2001, Spektrum
Akademischer Verlag, Stichwort: Elliptische Geometrie

Filler: Euklidische und nichteuklidische Geometrie,
1993

Klotzek: Geometrie, 1971

Reid, Szend6i: Geometry and Topology, 2005,
Cambridge University Press

Kapitel Spherical and hyperbolic non-Euclidean
geometry



Einleitung  Sphar. Abstand  Sphar. Kreise  Elliptische Ebene  Sphidr. Zweiecke  Sphar. Dreiecke  Sphar. Trigonometrie

Spharische Zweiecke

Es gibt auf der Sphare
Zweiecke!
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Spharische Zweiecke

Spharisches st eine Flache auf der Sphare, die durch 2 verschiedene
Zweieck := Punkte und zwei verschiedene GroBkreisbogen (=Seiten)
zwischen diesen beiden Punkten begrenzt ist.

Die Ecken eines Zweiecks liegen immer antipodal.

Denn nur dann existiert mehr als ein GroBkreis, der
beide Punkte enthalt.

Winkel des
/weiecks: Bis auf Isometrie ist
ein  Zweieck vollstandig
durch den Winkel zwi-
schen den beiden Stre-

cken bestimmt.
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Spharische Zweiecke

Winkel des Nenne Z(«) das Zweieck (bis
Zweiecks: auf Isomorphie) mit Winkel «.
Flache(Z(«)) + Flache(Z(3))
= Fliche(Z(a + B))
Vo,B:a+ <27
d.h. Fla+0) = F(a)+ F(B)
Flache des F : [0,27] — Ry ist stetig und T
Zweiecks: a  +—— Flache(Z(a))

—> ex. ¢ Konstante : F(a)=c-«

Weil F(r) = HEhelS) —op st ¢ =

—> |Flache(Z(a)) = 2«
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Spharische Dreiecke

Was gilt fur
spharische Dreiecke?
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Spharische Dreiecke

Spharisches st eine Flache auf der Sphare, die durch 3 verschiedene

Dreieck := Punkte (die nicht auf einem GroBkreis liegen) und drei
verschiedene Seiten (= die jeweils kiirzeren
GroBkreisbogen) zwischen diesen Punkten begrenzt ist.

Auf einem spharischen Dreieck liegen also insbesondere
keine der Eckpunkte antipodal.

Skizzen: 7 — kein z
‘ spharisches
Dreieck

spharisches ‘
Dreieck —

¥
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Seiten und Winkel im spharischen Dreieck

Seiten: Lidnge der Seite a := ds(B,C) = <(B, ()

euklidischer Winkel vom Nullpunkt aus

Die Seitenlangen sind
beschrankt:
O<abc<m

Es gilt die
Dreiecksungleichung:
a+ b > cusw.

Def. Skalar- cos(a) = (B|C) sin(a) = ||BxC]|
produkt und  co5(p) = (C|A) sin(b) = ||CxA|
Kreuzprodukt

ergibt: cos(c) = (A|B) sin(c) = ||[Ax B||
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Seiten und Winkel im spharischen Dreieck

Innenwinkel:

Innenwinkel zwischen
Seite b und c ist:

a = (Ax B,Ax ()

= Winkel zwischen den Normalen der GroBkreisebenen
= Winkel zwischen den GroBkreisebenen

= Winkel zwischen den Tangenten

denn die Tangenten liegen in den jeweiligen GroBkreisebenen
und stehen senkrecht auf der Schnittgeraden der beiden GroB-
kreisebenen
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Seiten und Winkel im spharischen Dreieck

Innenwinkel:
Innenwinkel zwischen
Seite b und c ist:
a = <(Ax B,Ax ()
Ax B|Ax C : Ax B)x(Ax C
;I))r?;uil’zalﬁz cos(a) = Hﬁ‘x%\l!llzxéll sin(a) = |’r(\A>><<B)\r>-<||(A>><<C|)rH
_ (Bx(C|Bx() . _ IBxC)x(BxA)||
Kreuzprodukt <°5(8) = meccirexar  sin(B) = Tecctexal
(CxA|CxB) I(CxA)x(CxB)]|

ergibt:  cos(y) = TCXA[-TCXB] sin(y) = “cxarcxsl
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Flacheninhalt des spharischen Dreiecks

Flacheninhalt: |Flache(Aagc) = a+08+v—n

Denn:  ricne(Dag,c) + Fiche(A_aB.C)
Fléche(AA’B’C) + Fléche(AA,—B,C)
) )
) )

Fléche(AA’B’C + FIéche(AA’B’_C = 27 (weil: Zweieckflichen)

+ FIéche(A_A,B,C + Fléche(AA,—B,C)
+ FIéche(AA7B7_C)
= F|5Che(AA,B,C) + FIéche(A_A,B,C) + FIé’che(A_A,B,_C)

+ FIé’che(AA7B7_C)

Fléche(AA,87C

= %Fléche(sz) — 27T

Flache der Halbsphare, die den GroBkreis durch A und C, sowie B enthalt

— 2a+208+2y—21 = 2Flache(AaB.c)
Winkelsumme: n < a+ 8+ weil Flache(Aagc) >0
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Spharische Trigonometrie

Wie berechnet man
unbekannte Stucken
(d.h. Winkel und
Langen) analog zur
euklidischen
Trigonometrie?
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Seitenkosinussatz
Es gilt: |cosc = cosacosb + sinasin bcos~y
_ — b
d.h. cosy = coscsosaces
d.h. die Seitenlangen bestimmen die Innenwinkel
Denn: cosacosb + sinasin bcos~y
= (B|C) - (C|A) + B x C|| - [|C x A|| - EXAICxB)
— < | > ) < | >+ H X H ’ H X || " [CXAJ-TCXB]
= (B|C) - (C|A) 4+ (C x A|C x B)
FEEPES(BIC) - (C|A) + (C|C) - (AIB) — (A|C) - (C|B)
S~—— S~ S
=1 =(C|A) =(BIC)
= (A|B)
Lagrange- (7 x w|% x §) = (9|%) - (W]y) — (W|%) - (V)
Identitat: fir den Beweise verwenden
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Sinussatz
) sin sin sin
Es gilt: — = — b =2
sin a sin b sin ¢
3 b o
|[(AxB)x(AxC)|| | (AxXB) x(_A C Il
) . . X B)x(Ax _ xXB) X X
=Spatprodukt =0 -1 Vol[A,B,C]
. . —— — =~ —N—
bse—cab ||A1AxBIC) ~claxBIAY|| (Al TaxBIO)]
T sin c-sin b T sin c-sin b

sinae . Vol[A, B, (]

. = - . : symmetrisch in a, b, ¢
sin a sina-sinb-sinc

bac-cap-Regel: 3 x (bx &) = b(3|a) — E<3|B>

Rechtsklammerung!

Merken: [(Ax B)x (Ax C) = (AxB|C)-A
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Winkelkosinussatz

Merken: [(AxB)x (AxC) = (AxB|C)-A

Es gilt: |cosa = — cos 3 cosy + sin sin~ycos a

cos a+-cos (3 cos 7y
sin B'sin~y

d.h. die Innenwinkel bestimmen die Seitenlangen !!!

| B _ [ AxBIC)A (BxCIA) B\ i U P
Denn- Cos € = <A‘B> - < AXB|C || B><C|A >§iurc>}<1 A Beetreag

d.h. cosa=

sind beide +1

(A><B)><(A><C)‘ (BxC)x(BxA) oder  beide —1.
[(AxB)x (Ax C)|| '|(Bx C)x(BxA)] ?ﬂ'flrdfmm(%\lm =

((AxB)x(AxC)|(Bx C)x(BxA))

[(AXB)x(AXC)||-[[(Bx C)x(BxA)]

(AxB|BxC)-(AxC|BxA)—(AxC|BxC)(AxB|BxA)
[(AXB)x(AX C)||-[[(Bx C)x(BxA)]

[ Erweitern von Zahler und Nenner mit ] cos 3 cos a+cos vy
= 1 == T T
IAXBI-TAXCI-1BxCl-[[BXA sin B'siny
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Spharischer Pythogoras

Es gilt: =% =090° — COS C = COSa - Ccos b

Folgt aus ... ... dem Seitenkosinussatz:

L T
COS € = €Os acos b + sin asin bcos(E)

——
=0

Warum  Fir kleine Winkel ist cosx ~ 1 — X; eine gute
Pythagoras? Naherung des Kosinus.

Damit folgt aus dem spharischen Pythagoras:
2 -~ 2 b2 -~ 2—|—b2
g~ (1-3) (1-%) ~ 15

Also: | c® ~ a°+ b?
D.h. fur kleine Winkel folgt aus dem spharischen Phythagoras
naherungsweise der ubliche euklidische Pythagoras.
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Anwendung in der Geodasie

Fragestellung: Bestimmen der Entfernung zwischen Berlin und Peking!

Geographische

Daten: Berlin: o = 52°31'N
A1 = 13°25'0
Peking: = 39°55'N
A = 116°23'0
Seitenkosinus- cosc = cosacosb + sinasin bcosy
satz: = c0s(90° —p1) cos(90° —2)+sin(90° —p1) sin(90° —p2) cos(A2—A1)

~ cos(37,48°) cos(50,08°)+-sin(37,48°) sin(50,08°) cos(102,97°)
~ 0,4045 —  c ~ 66,14°
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Anwendung in der Geodasie

Fragestellung: Bestimmen der Entfernung zwischen Berlin und Peking!

Geographische Nogglpol
Daten: Berlin: 1 = 52°31'N
A1 = 13°25'0
Peking: @, = 39°55'N
A> = 116°23'0
Seitenkosinus- cosc = cosacosb + sinasin bcosy
Satz:  cosc ~ 0,4045 — c ~ 66,14°

Entfernung(Berlin, Peking) = cBogenmas - RErde

~ 66,14° - o -6371,11km ~ 7354km
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THE END

Diese Notizen werden auf
mathematik.hu-berlin.de/~huck
sowie auf
www.hopfenwiesen.de
online gestellt.
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